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Oggetto di questa Memoria è la ra|>|irc$cnta 2 Ìuno geometrica delle 
furnic ternarie quadratiche. 

1 . Preliminari. Siano {», , i,, *,) ed IS, , S„ S,\ due sistemi di variabi- 
li; attribuendo ai rapporti J,: s, o S,: S,: vS, tutl’i valori possibili, 
diremo che il loro insieme costituisco un sistema ternario. Rappreseli ta- 
sione del sistema ternario è il concetto del continuo nel quale si pongono 
le determina sioui *,:*,:*, o S,: S,; S,; diremo che a tali determinazioni 
corrisponde nel continuo un elemento s o S,che ha per coordina te {s„s„s,) 
° (S,. S,i S,). 

Ponendo tra le coordinalo di s o di 5 la relazione 

(I) «,S, = 0 , 

se in questa equazione si riguardano costanti (S, , S,, S,) c variabili 
(*,, s,\ o pure costanti (i,, s,, », e variabili (S,, S,, S,}, tutti gli ele- 

menti corrispondenti s o 5 del continuo si diranno appartenere all’ele- 
mento (isso S 0 s ; questo elemento fìsso sarà determinalo daU’equazione 
(I tra le variabili '»,»,, »,! o (S, , S,, S,). 

Se gli elementi S ed i sono determinati dall' equazioni 

1, l,= 0 , — 0 , 

1 
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le loro coordinate saranno date dalle formole 

I. ~ I. “ I, “ K ■ 

essendo K c k quantità arbitrarie. 

Se {$', s~) 0 pure (S', S"; è una coppia di elementi appartenenti ad S’ o 
ad s , sì potrà supporre 

% , s — «iij , — »;i; 

(4) 

.,=s;ò"— s;s;, >.=s;s;-s;s; . 7,=s;s:-s;s:. 

Le coppie '.s\ s"j ed (S', S"/ determinano gli elementi .V ed » cui esse 
appartengono; indicheremo questi clementi con s'*' ed .S'ò’". Essendo 
dati tre elementi (*', s’, j") o (S', S", S“), essi considerati a due a due 
determinano i tre elementi (s**", i“t', i's"j o {S’S”, S”S', S'S" ; indican- 
doli rispettivamente con i5'. S", S”) o (»', s"), diremo che gli elementi 

(a', s", s") ed (S', S", costituiscono una terna (s's'*'", .S''.S’'.S”j di ele- 
menti s ed 5 del sistema. 

Essendo (sVa", S'S'S”} una terna arbitraria di elementi * ed .S, si di- 
ranno potenze di questa terna di elementi a o .S le espressioni 



1 *' ' 



j a; . 

s;, a; 

(3) P.t' — 


<: . 


, p.S'S'.S-= 

a;, a: 


*7. 


«r 

I a; , 

a;, s; 


Allorché {a', a’, a”) o pure (S\ S', S") appartengono ad uno stesso ele- 
nvento S 0 s, sarà 

0 pure p.S'S'ò’"— 0 . 

Indicando con i’ o a l'elemento a'a' o S'S', si avrà 

P.a'i" =K P. iS = K{t S,+ S) , 

(4) 

p . SS'S’ =k.p.S$ = k 5,»,) ; 

respressione P.iS o p.St si dirà potenza della coppia di elementi (a ,.V, 
0 (A’, a). 
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Ponendo, per t = l , 2, 3, 

. s,=i's;-M's;+i"s; , 

SI avrà 

. P.a"t' , P.u'r 

~ P.S'$"t" ’ ’ P. »*!"«' ’ ’ ~ ’ 

^.^P_SS'S' ^,_p.SS'S' p.SSS’ 

p.SSS-' ' p.SS-S" p.S’S'S” 

le quantità (•»', a', o ~) , o (v', v'_ v"j gj diranno le coordinale di & o di S 
rieiietlo alla Urna (s's'i", S'S S”), e si diranno a': a": a"’, o 
i rapporti di s o di 5 rispetto alla medesima terna. 

La terna rispetto alla quale si lia 


i' = i, , . -'=5,. a"=S, . 

è la terna fondamentale del sistema. 

Ponendo, per i=l, 2, 3, 

», = j'»; — j'i* , s,=i's; t- s’S; , 

ed indicando con s~ o S~ un elemento arbitrario, sarà 

, P.ssW" , P.jj's” , p.SS’S” ^„^p.SS'S” 

I®) ’ P. " P.t't'e"’ p.S'S'S’’ p.S’S'S"’ 

le quantità (a', a'), o (i', 2i") si diranno le coordinale di sodiS (elemento 
appartenente ad t'i" o ad S'S") rispetto alla coppia (»', s') o (S', S"). Osser- 
vando che le espressioni (6) debbono essere indipendenti da s" ed S", 
potremo dare ad esse la forma 


11- - 

’ =7^? ■ 


p.SS^ 

'■p.S'S'’ 


in cui le quantità nd'elte dai simboli P c p, relativi ad una coppia di 
clementi, sono rormatc con le sole coordinale di quegli clementi. Daremo 
in seguito le espressioni di P.sVe di p.S'S’i per ora le dinoteremo 
semplicemente col nome di potenze delle coppie (j',s') ed (S’, S"). 
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i” P.i't 1” p.S'S 

~~p.tr' " ~p.ss’ ’ 

si diril il rapporto di s o di S rispello alla coppia (*',»') o 6’’;. Se 
«, jS, y, S sono ì rapporti di quattro elementi a, b, c,d appartenenti ad 
»‘r rispetto alla coppia {*', «”), o pure sono i rapporti di quattro elementi 
.'1 , lì, C, D appartenenti ad S'S" rispetto alla coppia (S', S'), si Iroverii 

P.nr P.ad 7 « — d ^ p.AC p.AD v « — ^ 

'**' P.“ci ■ P.dk ^ ' p (ìD ■ p.DB~^^ ■ ’ 

la prima o la seconda di queste espressioni si dirà il rapporto nnoriiioniro 
delle due coppie [a, A), (c, il^, o (.1, lì), (C, II). 

Allorché il rapporto anarmunico di due coppie ha il valore — 1, le 
due coppie si diranno in rapjiorto ormonico, o puro coniugate ormoniche 
tra loro. La coppia di elementi (x, y) o (A', l’J per la quale si ha 

x, =o'»; -i- a'«; : A = s's; rs; , 

0 pure 

y, “a*t', — r r, ; , 

é coniugata armonica rispetto ad (»', s') o ad [S‘, S' y, variando i rap- 
porti a': a" o le coppie [x, y) o (A’, V) si diranno costituire un’in- 

folmione , che ha per elementi doppii (s‘, s") o {S', S';. 

Se due elementi x, y, o pure due clementi A, ]' suno determinati ri- 
spetto a due coppie diverse di elementi (s', *') o (S’, S’) dagli stessi va- 
lori dei rapporti a': a", o i;', variando tali rapporti quegli elementi 
•r, p 0 A, A si diranno costituire serie eguinnarmoniche di elementi ap- 
partenenti ad t's" o ad S'S". In due serio equianarmonirhe, il rapporto 
anarmunico di due coppie di clementi a;o A appartenenti ad una serie è 
eguale al rapporto anarmonico delle coppie corrispondenti di elementi 
(/ o A appartenenti all'altra serie. 

i. Fonìe guadrotiche congiunte. Siano le Idrme quadratiche ternarie, 
o più brevemente le guadriebe ternarie, U ed ii, risj.etlu alle coordinate 
■ 1 . u S, di un elemento t o S, espresse da 

U = A„tl, A„»;-+-.t„i: ‘ 

Il 
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I l'd u , 

essendo i,;=l, 2, 3, .1, a^ =it.., o fìnalincnte, adoperando la 

volar-ione ombrale, da 


intendendo che dopo lo sviluppo del ijuadralo le combinazioni A.t , (i o, 
delle ombre di quantità A ed a si caiubiinu in cd 

Tulli gli elementi s o S clic con le loro coordinate », o S_ verillcano 
l'equazione L'=0, o u=0, costituiranno un sislema lernario //niidrnlico 
di clementi » o S; quegli elementi » o iS si diranno aiijìarleiiere ad l! o 
ad H. 

Si ponga 


I*) 

sarà 


J ÉE 
* dz, 






V=U,t,-i-U,s^+lI,t, , « = u,S, i u,S, , 


sicché ponendo 




j d.. , .t„ . .t„ 


p "p. 1 

(d) 

à = 

“ 1 i t 


p a,, t p 



1 à4,, t » di,, 1 

( 

. “j, p 

verrà 


j 


a,, p Op. p « . p “p ' 

(ó) 

-~Us= 

• ^*1 » ! 

1 

, — = 

p «ppp p “p j 



i 


. «„ . »„ . u, j 



V, ,V, ,0 \ 

1 

1 

t “p p a, p 0 : 


Il determinante A o ò si dice il ducriininante di (/ o di u. 

L’clomcnlo della rorina U o h inlìnilamentc ticino al suo elemento » 
o S (vale a dire corrispondente a coordinale », o S. infinitamente poco 
diverse da quelle di » o di S) determina con » o un elemento Hot, 
che si dirià congiunto nd U o ad u in i o in S. Tra gli elementi pS cd » 
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congiunti rispetto nd U, o pure tra gli elementi $ ed S congiunti rispetto 
iid H, si avranno le relazioni 




sicché ponendo 

, A,, , A„ , A„ , S, 

1 ®11 • » ®|* » *1 

1 1 

1 . a,. . *. ' 

( 7 ) = 

! , — ♦ =S 

A,. , A., , A„ , S, 

j 

s, . .S, . S, .0 



tutti gli clementi S congiunti ad U, o pure tutti gli elementi t congiunti 
ad K, apparterranno alla quadrica ternaria $ o 

Se a è il determinante minore complementare deircicmcnto A, , di A, 
o pure se è il determinante minore complementare dell'elemento a . 
di ò, le Torme f c 4 > saranno identiclie ad ii ed (/; in tal caso U ed u si 
diranno forme eouginnie tra loro, e determineranno un sistema (L', ii) di 
clementi s ed 5 tra loro rispcttivainento congiunti. 

Se la Torma u è congiunta ad L', c 4 > è congiunta ad u, sarà 
similmente se la Torma U è congiunta ad u, e 9 è congiunta ad U, sarà 
9=.3n. Fra i discriminanti A e i delle Tormo congiunte U ed 11 si ha la 
relazione j^A*, 0 pure A=ò*, secondo che si riguarda u come Torma 
congiunta di U, 0 puro V come Torma congiunta di ii. 

3 . Coti tpeciali della forma quadratica. Supponiamo che la Torma ter- 
naria U si possa esprimere come Torma binaria delle due variabili v', 
V', funzioni lineari di s, , s,, s, , vale a dire che si abbia identicamente, 
in notazione ombrale , 

A) = 

essendo 

s'= a;i.4-a;i,+ .i;j, , s”=x;«, t . 

e sia n la Torma congiunta ad U. Si avrà identicamente 
£/, — («,A| e a^.t’jt a,l' -e a,I’) , 
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sicché i valori delle », che aiimillaiio siniullanciinicnlc c verifiche' 
ranno l'equazioni 

(i) U,=0, (.'.-0. — 0, 


da cui si deduce A=U; adunque ullinchè la foniia U pussa esprimersi 
linearmente con due solo variabili dovrà annullarsi il suo discriminante. 
.'Mlorchè questa condizione è soddisratla, gli clementi di {/apparterranno 
ad una cuppiu di elementi (.V, K;; i rapporti tra lo coordinate dell’ele- 
mento » comune ad .Y ed K saranno dati da uno qualunque dei tre sistemi 
di equazioni espressi, col cangiamento dell'indice ì, da 


13) 



in tal caso tra U,, U,, lì, si ha una relazione lineare espressa da una 
qualunque delle tre equazioni racchiuso in 

Indicando con 11 il determinante 


. ■»., . 

•l.. , 

. lì. 

d„ , d„ . 


. V. 

d.. . d,. . 

d„ ' 

. lì. 

V. , lì. . 

lì . . 

, 0 


e con n. . il suo dclcrminante minore complementare dell' olcinento 
si avrà in generale (por l'equazione (5) del numero precedente) 
a,. U=^i», — H,,, e per A=l), a,^U= — O,,.; supponendo (|uimli i -j 
si avranno le equazioni 

(5) a„U--a„, a„f/=— Q„. a .U =— u.. , 

le quali esprimono U per mezzo di due qualunque fra le tre rnnzioni li- 
neari {/, delle variabili s,. 

Kssendo a. l'elemento reciproco di .1,, nel determinante A, sarà in 
generale 

A Comp.i. 4,, A,,- il,,. l,,) , 


Digitized by Google 



— 8 - 


e per A=0, o ^ n la l'orma n cuDgiunta ad U verrà quindi 

espressa da una qualunque delle Ire equazioni racchiuse in 

C'I 

biccliè in tal caso ugni elemento 4! appartenente all'elemento «determi- 
nato dall'equazione (D) potrà considerarsi come congiunto ad U- 

Supponiamo ora che la forma ternaria U si possa esprimere con una 
sola variabile i), funzione lineare di «,, «,, , vale a dire che si abbm 

identicamente, in notazione ordinaria, 

(■) f=i*=(,i..-,t,»,-i-/t..,)- : 

sarà f'=.l sicché lutt'i sistemi di valori delle » che annullano 
annulleranno anche l\, L\, U,\ le equazioni (!Ì; dovranno quindi ridursi 
ad una sola, o sarà perciò adunque affinchè la forma V possa 

esprimersi linearmeiile con una sola variabile dovranno annullarsi gli cle- 
menti reciproci degli elementi del suo discriminante, .àllorchè questo 
condizioni sono soddisfatte, gli elementi di U apparterranno ad una cop- 
pia di clementi S tra loro coincidenti; in tal caso tra li,, U,, U, si hanno 
due relazioni lineari , espresse da uno qualunque dei tre sistemi di equa- 
zioni racchiuse in 



l' prenderà una qualunque delle tre forme 
(9) A„U=.V\, k„U=U:, .X„L = U;, 

e la forma » congiunta ad V sarà nulla identicamente. 

Un'analoga discussione potrà istituirsi sulla forma ternaria n, c ba- 
sterà mutare nelle forinole precedenti le lettere majuscole in minuscole, 
e viceversa. La forma u potrà esprimersi linearmente con due sole varia- 
bili, o con una sola variabile, secondo che si ha ò=0, o pure = 
nel primo caso gli clementi di u apparterranno ad una coppia di elementi 
(x, y^, e nel secondo apparterranno ad una coppia di elementi s Ira loro 
coincidenti. 

i. Elementi armonici rispetto ad nna forma guadralica. Siano le qua- 
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driebe congiunte (U, n}, espresse 

in notazione ombr<iÌe tl.i 

(t) V=(A,s,-hA.>.-i-A,>,)\ 


Ponendo 


1 r/u 


7</S^=“' ’ 

, rf , d ^ d 

d ^ d , d 

«, -r- - 3 — - 7 “ = 

d$^ 



siirù 


t’=r,»,+t',i,4- U,s, = \ «t'= j o'V , 

u = u , i\+ «,S, = J » u = 0* u . 


Se iicH cquiizioni t’=0 pd «=0 si pongano per» ed 5, le espi-essiimi 


SI avrà 


. s.=i's;+i'S; . 


( 2 ) 




5'*ul'* -(-«•'ttl** =0 . 


I valori di o":®', o pure di ricavati dall' equazioni (2) sono i 

• /* . 

due rapporti — - dei due elementi » comuni alla quadrica U e ad »'*' ri- 
spetto alla coppia (»’, *■’), o pure sono i due rapporti dei due cle- 
menti S comuni alla quadrica ii e ad S'S’ rispetto alla coppia {S', S"). 
Allorcliè &'&'L'=0 , o pure 6’6"ii=0, la coppia di quei due elementi» 
è coniugata armonica rispetto ad (»',»"), o pure la coppia di quei due 
elenicnti S è coniugata armonica rispetto ad (5', S’); adunque tutti gli 
clementi » coniugati armonici di >' rispetto alle coppie di clementi co- 
muni ad U ed *'» (o più brevemente coniugati armonici di a' rif/iettu ad U) 
apparterranno alla forma lineare Q&'V espressa da 


(3) 


C' — tf| *1 -t- fi ,»■“(“ fl|»i — j 9^ t/ f 


e tutti gli elementi S coniugati armonici di S ' rispetto alle coppie di clc' 
menti comuni ad ii ed (o più brevemente coniugati armonici di S' ri' 
if/ctto ad u) apparterranno alla forma lineare dfi'ii espressa da 

(3) j «'« = «; s,-i-a;s,+ u;s,=u,s;-i-u. Si + u,s;= Je'u . 

i 


Digitized by Google 



— 10 — 

L'cleiiicoto i> o s ilelenninalo dall’ equazione o¥}‘ii = il. 

■si dirà armonico di *’ o di S' rispetto ad {/ o ad ». In notazione ombrale, 
questo elemento S o s iS determinato dall’una o dall’altra delle equa- 
zioni 


La condizione poi nflìncliù gli elementi (*’, »’) o pure (S‘, 6"; , siano 
coniugati armonici rispetto ad tJ n mi n espressa dall’una o dall'altra 
tielle equazioni 

-.1 »l-e.tjip'(.t,»l-.l *a,S', • + . 


Le Ibrme tì&'U e M'ii sono quei covarianti detti cmimnnU jiiiri di l' 
ed II rispetto ad *' ed i’’; le forine &'@'U e fi'6'ii sono poi gli emananti 
misti di U ed ii rispetto ad (s’, *') ed IS', S"). 

Se j' appartiene ad U, ed S'appartiene adii(ondclecondizioni©'T=t), 
e 6'’ii=0) l’equazioni ©0X'’=O, c M'»=0 determineranno gli eleineoti 
ed * congiunti ad {U, ii) in s' ed S‘. 

Se S è l'elemento armonico di s rispetto ad II, o pure s è relemeiito 
armonico di S rispetto ad n, si avrà 


(di 



o pure 



questi due sistemi di equazioni sono conseguenza l'uno dell'altro, per 
le relazioni tra i coefficienti ed a, - delle forme congiunte U ed ii. 

Le forme @'Q"U c 6'6"ii essendo simmetriche ris|ictto agli clementi 
(s', »’) ed (6’’, i"}, se all’elemento 6", armonico di s’ rispetto ad U, ap- 
partiene s", 0 pure se aH’clemcnto s', armonico di S' rispetto ad », ap- 
partiene S’, viceversa all’eleinento S", armonico di j" rispetto ad U, ap- 
parterrà s’, o pure all’elemento s", armonico di S" rispetto ad ii, ajipar- 
terrà 5'; esprimendo queste condizioni si vedrà che alle equazioni 
(-)(-) (/=0, c ù()"h=. 0, potranno darsi le Ibrine 


' d,. , .t„ , .t ^ . s; 
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se i due elementi («'.»”) coincidono con s, ed i due cleincnli {S', S') 
coincidono con S, re(|uazioni (5) esprimeranno lo stesso clic t'=:0 ed 

H = 0. 

Siano le due terne (s', j", »") ed (S\ S’, S’) tali clic gli elementi del- 
l’una siano rispettivamente armonici degli clcnieuti dell'altra rispello 
ad gli elementi s cd S di queste terne essendo dati dalle equa- 

zioni 

M'u = 0, M"u = 0, C'Au = 0; neT=0. «»”t'=ll . 

i tre elementi S determinati dalle coppie (»', S'S"), (s", S”S'), (j”, S'S") 
apparterranno airclemenlu $ deterniinatu daircquazioiii 

l'd i tre clementi s determinati dalle coppie (S', l’s"), (S", s"s'). {S", a'*') 
apparterranno aU’cIcmcnto 5 determinato dnirequntioni 

(6) ^‘'e'”u.S6'w=iO'*9'u.W''« =^0'0 ''u,S5"'b . 

Gli elementi s ed S dati dui duo sistemi di equazioni (lì) sono armonici 
l’uno dell'altro rispetto ad [U, ii). 

Le due terne («', »") ed (S\ S\ S") si diranno coniugate armoniche 

rispetto ad (U,n)-, so queste terne costituiscono una medesima torna 
S'^'S”) di clementi s cd S, essa si dirà coniugata armonica di sè 
stessa, 0 semplicemente coniugata rispetto ad (U, ii); le condizioni per 
una terna coniugata rispetto ad (U, u) sono espresse dalle equazioni 

(■) H”»”t/'=0, m'"hX=0, ft'fi"C=zO; O’V’u—0, «"9'u = 0, 9'9'’«=0, 

il secondo sistema delle quali è conseguenza del primo. 

Se i, s'. s’ sono armonici di S, S’, S" rispetto ad (17, «) ed è 

I 0 pure 5j— , 

sarà viceversa 

S, = ’'S' -f- , 0 pure : 

i due sistemi di clementi s, S, appartenenti al variare di a': a", o pure 
di }ì;': ad i'i" e ad S'S", saranno quindi in dipendenza eqiiianarraonica. 
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Allorché si nnnulla II discriniinanle A ili una quadrica U, vale a dire 
allorché li si riduce ad una coppia di elementi (A', Yj, c quindi la rornia 
congiunta u si riduce ad una coppia di elementi coincidenti con l'ele* 
nicnlu A’)' determinalo dall’ equazioni 


f/, = 0, l',=0. (;,=r.O, 


ndc 


li- -11.. 

a . , 0 , ’ 


considerando una coppia di elementi (A", S') coniugala armonica rispetto 
ad (A', 1), ogni elemento * appartenente ad S' o ad S" avrà per suo ele- 
mento armonico S rispetto ad U, S' o 5', e viceversa se S coincide con 
S' o con S', il suo elemento armonico s rispetto ad n sarà un elementi) 
qualunque appartenente ad S' n ad A'. Similmente allorché si annulla il 
discriminante S di una quadrica u, vale a dire allurché n si ridare ad 
una coppia di clementi (ir, y), e quindi la forma congiunta U si riduce 
ad una coppia di clcrnenli eoincidenli con rdeniento a-j determinato 
dall’ equazioni • 

«, = 0. «,=0 . u, = 0 . ondo 

A, , 4,, j 4, , 


considerando una coppia di elementi (a', s") coniugala armunioa rispetto 
ad (j:, y), ogni elemento S appartenente ad t' o ad s” avrà per suo ele- 
mento armonico s, rispetto ad u, a* o a’, c viceversa se a coincide con 
a' 0 con a', il suo elemento armonico S rispetto ad U sarà un elemento 
qualunque appartenente ad a" o ad a'. 

5. Elementi Mmuiii ad una farina yuadraticn e ad una (arma lineare. 
Ui prendiamo l' equazioni 


(I) 

o''ui" =0 ; 

se i due valori di a’:a‘ e di ricavali da esse si pongnno successi- 

vamente nelle espressioni 

«, a. _ a, 

-i-i’t', <i'a;-i-i"a; ~ a'al-t-a'aj ’ 

^1 

l' s; -e s'S^ ~ i' s; 4- s’s: ~ z’s; h- ì's; ’ 

si otterranno i rapporti tra le coordinale a, o S. dei duo elementi a o S 
eomuni ad U cd s'i" o ad u ed S'S". 
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Indichiiinio cui) 

(ì) S=S,t,-)-S,«,-(-S,i, , 0 pure * . 

la forma lineare cui appartiene la coppia (a', *') o (S', S'), sicché possa 
supporsi 

s, =»;»; — . Sj=«;s; — »;»; , 

t, =s;s:-s.si. ». =s;5:-s;s;, ». =s;s; -s;s; . 

e si ponga 


d... 

■ ■>,. . t„ . 

\ 

a,, , 

. 

' i 

d„, . 

■1,. . - 1 .. . s. 

\ 





' ^1* » 



. “jt . 

’ *' 1 

S, . 

s, , S, , 0 \ 

i 

1 


0 1 


si troverà 

(ó) s''U.»''V—{o'»’U)'=**’'U, — (S’ru)*=rV« . 

sicché le radici a':o' e deU’equazioni (1) saranno reali, coinci- 
denti, 0 immaginario, secondo che lo quantità $'<!>"(/, e ipVu saranno 
negative, nulle o positive, adunque, osservando che le espressioni 
ed non dilTeriscono dalle forme congiunte di U ed u, si 

potrà concliiudere che gli elementi comuni ad una forma quadratica U 
o H e ad una forma lineare So* saranno reali, coincidenti o immagina- 
rii, secondo che, per le coordinate dell’elemento determinato dallaformn 
lineare, il valore della forma quadratica congiunta ad U o ad « è nega- 
tivo , nullo 0 positivo. 

Se;;uc dalle cose dette che l’ equazioni 




ry'ii =«’u — (95 'b)’ =.0. 


determineranno le coppie degli elementi S o t congiunti ad {/ o ad «, ed 
appartenenti ad j' o ad S'. 

Gli clementi comuni ad (U, S) si possono determinare ancora nel se- 
guente modo ■). 

■j Aroxhou>. Cre!i«, IM. 61, paj. lOJ 
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Kssi'iiili» 

r= t',i, - 0 , .s.=s,s, s I = 0 , 

>K s'iiKlioa i‘un k un fnllura iniloleriiiinalo, verrà 

(:) - u,^vs.-v,S,^o,- k>,~ t'A-fVS.=o.-in,-, i'.*', 

>• i|iiindi i valori di s, relalivi :ij;li eiriiirnti comuni ad 1' ed S sa- 
ranno dati dall' equazioni 

s. (.4. k) + ..(.! A) = Il , 

1') ‘.(-l..S.-vl.,S.)+..{4„5,-4, S k),,JAr„S,-A,,S.) = 0 . 

,M,,S.-A„Sj+,M..S.-A..S.)^>AA..S,-A„S,-k) = 0. 


]ioin;ndo in esse siicco&sivaniento per k i valori die annullano il loro de- 
terminante. Indicando con n la forma congiunta di lì, questo determi- 
nante si trover.à espresso dal prodotto di — k per A’-+-ii, e dovrà esclu- 
dersi la soluzione 4 = 0, la quale corrisponde alla supposizione die gli 
denieiiti comuni ad V ed S siano tra loro coincidenti. 

Ricavando i valori di s,, s, dall' equazioni 

.si avrà per le relazioni (7j 

~{V,S,~V,S,) =0 . 

o..k\-‘- o..4'.-+- a„U,+ A s. - r.S,) = 0 . 


r. quindi i valori di k saranno dati anche dall' equazioni 




che si riduce come sopra a 4’-f-u=0 



iS, iS. 


* ' k 

AS, 

aS. 

k ' 

“jf 

aS, 

AS. 

k ' 

"■•“T ■ 

k’-hu=0. 


:=0 . 
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(;«n un procedimento analogo si polranno doleriiiiiiaro gli cloim-Mli 
comuni ad u cJ t. 

Essendo {«V»”, S'5’S") una terna arbitraria di elementi s, .V, si' nel-, 
l’equazioni U=0 ed ri=0 si ponga 

, .s,=s's; -i-i’.s; es-.s" . 

si avranno l'equazioni 

W'tV'-v- «•”*<; r”' 

co 

> j"h s"-!- '/ "■« I" ■ 

le quali esprimeranno, tra le coordinate (<j', a", j") e i)", degli 
••lemcnti s ed S, la quadricn {U, ii) rilerita alla terna («'*”*", yS’S~^. 

Indicando con (*', »'), (sj, »'), (*7. *D le cojipie degli elemenli x co- 
muni rispettivamente a<l {U, S'), [V, S"), [U, S"), o con (S',,S”), (iSj, 5”), 
(i7i i’D le coppie degli clementi 5 comuni pispettivaniente ad («, , 

(il , »') , (il , *") , si avranno le relazioni 


»"V 


h”"6‘ 


p. »■«; p. «”«; -e p. »"s; p. «"<; 



2»"»' (7 

»"(/ 



~ p.»xp.i’«: 

h’U 

ìa's’V 

«■*f 


p. «■»; p, »■■«; -H 7'. » f. P. •'»; 



24'6"'u 


p.S'Sip.S'Si ~ 


',s; 


20"«u 

o'ji 



~p.ssip.ss: 



0”‘h 

p.s s;p.s's, ~ 


p. .S .S|p. 


|l.i esse si deduce 

(/>. » ■»; .'V: ~ 

III) 

( p.s S i p.frs'.Hp. s ".s:p^~yd(p. s;s; p . s s;) 

(p. S"S',p. S"S',){p.S'Sl p. S SI )(p.S"S,p.S'S“J 



— io- 


ti. .Metrica analitica del sistema ternario. Siano U ed u due forme <jua- 
draticho congiunto, elio cliiamercnio l’Assoluto ’) del sistema ternario, 
■e supponiamo in primo luogo clic i loro discriminanti A e S (l'uno dei 
quali è il quadrato dell’altro) siano diversi da zero. Ritenendo le nuta- 
zioni precedenti, si avranno per due coppie qualunque di elementi 
(.S', .S') le identilà 

b'T.b'V; — , 

(t; 

—ff'u , 

fi potrà quindi supporre simultaneamente 

{'ì' 

sen*A = y'y"n , C0S*vV = (5'S''u)* . 

tdiiamiamo X e A g;[’ intervalli fra gli elementi (s', s") ed (S', S')', si avrà 


quindi 


• 




arc.sen 

— arc.cos 

13 ) 




lnt.(S'S') = 

y f’f"u 



1/ '/'■«. S**|| 



Essendo (per la moltiplicazione dei determinanti) 


^11 

d... 

I 

•l » 

*. . ». 

2 

, «B'fc’ 


A,. 

d. 

d„ 1 

fi . 

fi a fj 

t 

— “i 

B'el' , 

o'e’f ' 

i A., 



fi . 

»; . «; 


H’oV , 

»~’U 1 


a,. > 


s. 

s. 


4*« , M'u , 

Wn . 

«M 


1 

s; 

s; , s; 

1 

— J 

S'iu , S"« , 

«•»'u 




s: 

s; , s: 


0"6u , 0'9'u , 



.-e i Ire elementi s, s" appartengono ad uno stesso elemento S, o pure 


’)r.AYir-T. Sutb Nemoir on Qvaittct. Pliilo Trans. Voi. 14'J. 
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se i tre clementi 5, S',S’ appartengono ad uno stesso elemento t, es- 
sendo allora 



0 pure 


I s; . -s; . Si =0, 
i .s; . s: , s; ' 


sarà 


B’f; , 

Ha ll , 


5'tt . W'u ^ 

, W'tt ' 

s'nU , 

, 

n'fi'll 1=0, 0 pure 

9'Ctt , 6''u 

1 

, 1=0» 

tf'eV , 

o’&V , 


6"5u , O'S'u 

» 5‘’’m I 


onde (per le relazioni gonionietrielie rondamenlali) 


«»■(.' «H ff 

arc.cos — _ arc.cos — : 

Vti'V.H'V 






Wu 05 W 

arc.cos — ^ arc.cos - = arc.cos — — 

\/ S'u.O "u y" O'u.'y 'u l/'' 0 *11.0 ’u 


c quindi , nell’ipotesi suddclla, l' intcreallo fra gli clementi * o S del si 
sterna ternario sarà definito dalla pruprirlà caratteristica espressa dal 
l'ima 0 dall'altra delle equazioni 


(0) 


lnl.(««") — Inl.(fi') =:lnl.(i'«") . 

Int.(SS')— Int.(SS')=lnl.(SS1 , 


Se l’intervallo è nullo i due clementi saranno tra loro coincidenti, se 
poi l'intervallo è eguale ad un quadrante, i due clementi saranno coniu- 
gati armonici rispetto all’ Assoluto {11, ii); ii> tal caso la coppia (s', s") o 
(S', S") si dirà principale o ortogonale. 

Se (*', S') ed (s*, S") sono coppie di elementi armonici l'uno dell'altro 
rispetto all’ Assoluto, essendo per ciascuna di tali coppie (s, 5) 


si troverà 
«rii'l =. scn’ 


11, 

S, 


o pure 



(s, A, -e -e t,S,)(s,S, -t- -t- 




y-nig; -t-sisi) (s; «; -I- s; i: -t- s; j:i 

(lis; iiSD'ii.s; + ’ 


3 
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sarà dunque X=A, o sia T intervallo fra due elementi («', »*) è lo stesso 
di quello fra gli elementi (S', S") armonici dei primi rispetto all'Assolulu. 

Chiamiamo intervallo fra due elementi (a, S) il complemento al qua- 
drante di quello che passa tra uno di essi, e l’elemento armonico del- 
l’altro rispetto all’Assoluto; sarà quindi 


(7) 


lnt.(»S)=arc.$ea — ■ ì/ a , 

l l/.u 

Iiil.(Si)=arc.sen-’ -t-t 1/ t , 

yu.u 


dovendosi prendere la prima o la seconda di queste formolo, secondo 
che si riguarda if come forma congiunta di U, o pure U come forma con- 
giunta di ti. 

Essendo s' o S' un elemento qualunque, ciascuna delle equazioni 

, 0'».S''usen*A=ff'u 

(8) o pure 

e'l/.e'’t'cos'l=(ee'C)' , 6’u.e”iicos*A=(SS’u|* 


detcrmincrii uno stesso sistema quadratico T u r<l> elementi so 5, tutti 
allo stesso intervallo X o A da s' o da 5'; questo sistema si diri quadrica 
circolare, di elemento centrale o di simmetria s' o S’, e di raggio X o A; 
se s' ed S' sono elementi armonici l’uno dell’altro rispetto all’Assoluto, 
c gli angoli X e A sono complementari, le quadriche circolari T e v sa- 
ranno congiunte tra loro ; la quadrica circolare (P, y) e l’Assoluto {U,v) 
hanno due coppie (.r, ATj, (y,V)di elementi congiunti comuni, essendo i due 
clementi (ar, y) o (A', l’) i due elementi comuni ad {U, S') o ad («, s’). 

Siano ora i discriminanti A e J di (/ ed u eguali a zero, e propriamente 
supponiamo che, riguardandosi U come forma congiunta di u, si riduca 
u ad una coppia di elementi {x,y), e quindi U ad una coppia di elementi 
coincidenti con l’elemento xy. In tal caso (osservando che 
l’espressione dell’intervallo X fra i due elementi (s',s") si presenterà sotto 
la forma di un arco infinitamente piccolo; ma ponendo - in vece di X, 
sviluppando in serie sen-, e supponendo por g — x , lim. pl/j=A, es- 
sendo k una quantità arbitraria, si troverà 


( 9 ) 


tal. (l'i") : 


V' iv. 


k . 
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Si avrà poi (osservando che 

(101 lnt.(SS ) = arc.sen — — — are.cos . 

j/s-„ 6-*a l/(-u.«r"*u 

Finalmcnlc se sull'espressione (7) di Ini. (Ss) (la quale si presenla 
solto la forma di un arco infìnilamente piccolo) si opera come pocaiul 
sull'espressioni di Int.(s's'), si troverà 

(H) . 

\'*.V 


Essendo »' un elemento arbitrario, l'equazione 

o’V.9"V\' = ik'u , 

dinoterà una qtindrica circolare T di centro i‘ e di ragjio à. A F appar- 
tengono i duo elementi (.r, y) determinati dall'Assoluto. 

7. Rapjircsentaiione geometrica del sistema ternario. La più semplice 
rappresentazione del sistema ternario consiste nel supporre che gli ele- 
menti s ed 5 siano una retta ed un piano che passano per un punto fìsso, 
0 pure siano un punto ed una retta che giacciono in un piano fìsso: net 
primo caso due quadriche congiunte saranno rappresentate da una su- 
perficie conica di S° ordine e di 2* classe, locale delle sue rette genera- 
trici, ed inviluppo dei suoi piani tangenti; nel secondo caso poi due qua- 
driche congiunte saranno rappresentate da una linea di 2° ordine e di 
2* classe, locale dei suoi punti, ed inviluppo delle suo rette tangenti. 

Consideriamo da principio il sistema dello rette e dei piani concorrenti 
in un punto; le relazioni metriche fondamentali di un tal si.stema si de- 
durranno agevolmente dalle forinole del numero precedente. Infatti, la 
proprietà caratteristica deirintorvallo fra due elementi («', *') ed (S',S"), 
espressa dall'equazione (0; del numero precedente, competerà evidente- 
mente all'angolo l's” fra le due rette (a', s’) ed all'angolo fra i due 
piani (S', iS*), supporremo adunque 

Int.(fV) =i's' , Int.fS S") =S'5* . 

Due rcHe, o puro due piani perpendicolari tra loro (ad intervallo cioà 
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pguale al quadrante) essendo elementi coniugati armonici rispetto all'As- 
soluto del sistema, una retta ed un piano perpendicolari tra loro saranno 
elementi armonici l'uno dell’altro rispetto all'Assoluto. Segue da ciò 
che l'Assoluto del sistema di rette e di piani concorretiti in un punto è 
la superfìcie conica di 2' ordine e di 2* classe caratterizzata' dalla pro- 
prietà singolare che ogni suo piano tangente e la corrispondente genera- 
trice di contatto sono tra loro perpendicolari. 

Ponendo nelle forme quadratiche U ed h che determinano l’Assoluto, 

— ==• ed — ~ in vece di s ed S , ed osservando che, per essere eviden- 

t/a., 

temente l'Assoluto una superfìcie conica immaginaria, si può supporre 




a 

'■ = cos , 


-f-i! -(-«! cosi, cosi, cosi,, 
B =S,'-(-5I-(-5;-(-2S,S’,cos.s,-ì-2S.S,cos.v,-i-JS,S,cosi, . 


Le attuali forine congiunte di L' c di u essendo rispettivamente 


u(S,scnl, , S.scni,, S,seni,)=SJsen’i,-i-S;scn’>,-i-^S;sen’i, 
4-25,5, (cosi, cosi,— cosi,) 4 - 25,5, (cosi, cosi, — cosi,) 
-t-2S,5,(eosi,cos'i,— cosi ) , 

( 2 ) 

f(s,s«ii.t,, »,5cn , s,sen.v,)=i*scii*.\,4-*Jscn’A,4-s^s«n'.v, 

4-2s,s,(cosA,cos.t, — COS.I,)4-2 «,»,(cOS.V,COS A,— cos Aj 
-+-2»,», (cos A, COSA, — COSA,) 

per l'indicato cambiamento di variabili si avranno le relazioni 

cosi , = COS i, cosi, — scii i, sen i, cos A , , 
cos i,= cosi, cosi, — sen i.sen i, cos A, , 
cosi,=cosi,cosi,— scni,scni,cos A, , 

(3) 

cosA,=cosA,cos V,— sen A,senA, cosi, . 
cos A,=cosA,cos A,— sen A.scn A.cosi, , 
cosA, = cosA,cos A,— scnA.sen A,cosi, ; 
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si avranno poi per i cliscriniinanli A e ò di U ci n le espressioni 

■^ = 1 - cos >, — ras* J, — cos’), -^2cos>, cosi, cosi, . 

’ “ 1 ~ ras* a, — cos* A, — cos*A,-4-2cos A^cos A, cosa, , 


e per le relaiioni (3) 


seni, 

seni. 

sen i. 

_ 1/ i 

scn A, 

seii A, 

sen A, 

setiA,sen A,scii A, 

sen A , 

^ sen A, 

sen 

l/~ 

seni, 

seni. 

seni, 

seni, SCO 1, si^nl, 


La posizione di ima retta s o di un piano S del .sistema essendo deter- 
minata dai soli rapporti tra le sue coordinato, si può supporre che i va- 
lori assoluti di (s, , s, , s,) c di (S, , S,, S,j rendano le l'orme quadratiche 
t' ed u eguali all’unità. In questa supposizione, ponendo 


(5) 


2, — Sifj — S, I* , 

o,=Sis; — s;s; , 


s,=s;s:-s;s;. 


o.=5;s:-s;s;. 


le formole (3; del numero precedente daranno 


cosi’s'— s;sl-n;ii-f-»;f;-t-(i;»;-t-j;iycosi,-t-(iii;-t-s;»;jcosi, 

-e(«Isl-t-»l»;)cosl, , 

cosS S ”5,51-t-S,Sl-f-SjS,-t-(S,51-t-5151)cos.i,-*-(S151-t-SISI)cosA, * 
(S, SJ -t-S,S[^cos A, , 

sen’iV= 0 ( 1 , seni, , i.scnl, . l,senl.)=i;sen’l,-t- ilsen’i.+ ijsen’l, 

-I- 2 X,l, s«n l.sen l,cos A,-t- 2 1, i, sen 1, son l.cos A, 

-)-2l,i,scnl, senl.cosA, , 

sen’SS'=(/(o.5cnA., o.scnA,, «,scn A,)=o;sen*A,-4-o;8eD’A,-(-«,scn’A, 

-I- 2 0, scn A, sen A , cos 1,-1- 2 a, I, sen A, sen A , cos 1, 

-t-2»,s,scn A,senA,cosl, . 

Applicando l' equazioni (6j agli elementi della terna fondamentale di 

•• 
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rette c di piani, die indicheremo con (.vijs, XYZ), ed alla quale si rlTe* 
riranno tutti j>li altri clementi del sistema, si avrù 

, si=X, , ; rZ = A, , ZX=A,, AT=a, . 

sicché (X, , X,, X,) e (A,, A,, A,) non sono altra cosa che gli angoli com- 
presi fra le rette, e Fra i piani della terna Fondamentare, e poieliè questa 
pud rappresentare una terna qualunque del sistema, le equazioni (3) c 
■4) esprimeranno lo relazioni Funilainentali Fra le parti di una terna qua- 
lunque di rette e di piani. 

Ponendo 

sen'jyt =1 — cos'l. — cos'l,— cos'V, -eicos*, cosi, cosi, , 
sen'.\TZ=: 1 — COS'A, — COs’a,— cos' A,-(-2C0S.i,C05A,C0S A, , 

l'cquazioni (7) del numero precedente, alle quali può darsi la Forma 

(7.1 seiif.?=»,S,8cnr,V-i-»,S,s<ni(r+«,S,scni2 , 

daranno le Furmolo 

senxA'seni, =senjV’senl, = seniZseni, s=senxj|z , 

( 8 ) 

sen Axsen A , = sen f’y len A, = sen Zi sen A, = SCO rZ , 

le quali completano il sistema delle relazioni Fondamentali Fra le parti 
di una terna di retto e di piani. 

Daireqitazionc (7) si trae 


sen tX 

seiul’ 

»ensZ 

seniZ ’ 

*■ sen^K ’ 

$enzZ 

sen.S'x 


, sen5& 

senAx * 

23 , - , , 

sen ty 

* senZs 


Forniole le quali definiscono il significato geometrico delle coordinato 
di s e di S. 

Se l’elemento S cui appartiene la coppia {»’, s"), e l’elemento s cui 
appartiene la coppia {S', ,S”), sono determinati rispettivamente dall'eqiia- 
zirni 


Digitized by Google 


— 23 — 

le courdinate di 5 c di > essendo date dalle formolc 


s. 

. s. _ 

= ^* = 

1 

I.seal. ■ 

2, seni. 

2,seni, V^ii(SjSenV 

,, i.Mni,, SjSenlJ 




1 

«jSenA, 

9,sen A, “ 

3,sen A, l/t’(i,son A,, i,s«n A, . «.sen Aj 

nelle quali si può supporre che X ^ ^ abbiano i 

valori espressi daH’equa- 


zioni (5), si avrà 

» 

( 10 ) 

SI 

e quindi 


seni, » SgSen^,, X^scn>,) 

sen3«= 

scn A , , i,sen A, , ■j,scn aJ 


' . ». . », 

sen«»'»'=scni5.sen»V= «J , t', , »; senxyi, 

»:, »:, »; 

(H) 

S. . S., S. 

senSò’'S' = 8enSi.senS'S*= S'. , Si, SI senAT2 . 

! s; , s: , s; 

l)a quanto precede si fa inanifeslo che nel sistema di rette e di piani 
concorrenti in un punto, le quantità indicate nel numero 1 coi nomi di 
poUme delle coppie (*', i*) , {S\ S") ed (z,.Sj non sono altra cosa che 
sena'»”, senS'S", e senzS; Io jioleme poi della terna (z'z's", S'S’S^ sono 

, sen»'*'«" scnS'S'S" 

espresse da , e ■ . 

» sciijyt senAlZ 

Consideriamo ora il sistema dei punti e delle rette giacenti in un pia- 
no. La proprietà caratteristica dell’ intervallo fra due elementi (»', «') ed 
(S'i S”; competerà evidentemente al segmento rettilineo sV terminato 
ai duo punti fa', a') ed all’angolo S'S' compreso fra le due rette (S', S^, 
supporremo adunque 

Inl.(f'a') = aV . Int.(S'S")=S'S’ . 

Due rette perp ndicolari tra loro (ad intervallo cioè eguale al quadraii- 
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tc) essendo elementi coniugali armonici rispetto all' Assoluto, una terna 
di rette, coniugata rispetto all'Assoluto, avrà necessariamente una retta 
all'inQnito , sicché un punto qualunque e la retta alfinRiiito saranno ele- 
menti armonici l'uno dell'altro rispetto all' Assoluto. Segue da ciò che 
l'Assoluto del sistema di rette e di punti giacenti in un piano è una li- 
nea di 2* classe c di 2* ordine ridotta ad una coppia di punti alfinfinito, 
e ad una coppia di rette coincidenti con la retta all'infinito; ciascuno 
dei suddetti due punti aH'inflnitu è caratterizzato dalla proprietà singo- 
lare che duo rette qualunque perpendicolari tra loro condotte per esso 
sono anche tra loro coincidenti. 

Prendiamo per le forme quadratiche u ed U che determinano l'Asso- 
luto le espressioni 

« = SJ-‘-St-(-S;-)-2S,S cosA,-^2S,S,cos a,-h2S,S,cos.ì, , 

I — , 

la seconda delle quali si deduco daU'altuale forma congiunta di u po- 
nendo in vece di ed osservando che per ridursi ii ad una coppia 
di punti si ha la cundizionc 

J= 1— cos’a, — cos' A, — cos'a,-i-2cosA,cosa,cosA, = 0 . 

onde 

(13) A,.-A,4-A,=2» . 

Siano X,, X,, X, tre quantità definite dulie relazioni 


senA. senA, scnA, sen .v.sen A,sen A, ' 

in cui i è la costante contenuta nelle formolo (9) cd (il) del numero 
precedente (formolo applicabili al caso attuale in cui si ha 4=0), e sia 
l'altra costante K definita dalle relazioni 


(14) 


scDA,_s«nA, 

~~~ 


sta _ K 


Supponendo che i valori assoluti delle coord inato (*„*., z.) ed {S„S„ S.) 
di un punto a e di una retta S rendano lo forme quadratiche f/ ed u 


I 

I 
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eguali all’imilà, e ritenendo per e u, le espressioni (5), le formolu 
(U) e (10) del numero precedente daranno 

(, !-)• = « (s, i. , s.>. . 1. 1 .) = ì;ì; +- i;ì; + >• 

-t- 2 1, 1,1, cos A.+ 2 I, «, ces A.-(- 2 s, s, X, À, C05 A, , 

(15) cos S'S" ^ 5iSJ"e5i(Sa-i-5jCii-(- {S*S* -4- 5i5^)cos Aj-t-(Sj SJ -4-5| S^)cos a, 

-t“(S| Sa -}-5tS7)COS A j • 

scii S S" = (SiS; — S;Si) sen A ,-t- (Si S^ — S) Si) scn v,+(Si SI — SiSi)scn A , . 

Applicando Tcquaiioni '15) agli elementi della terna fondamenlaìe 
(.ryj, XY'Zj di punti e di rette, alla quale si riferiscono tulli gli altri ele- 
menti del sistema , verrà 

!/;=>., ^=i,. xy — \; Ì'Z — A,, ZX=A,, AT = a,, 

sicché (X,, X,, X.) c (A,, A,, A.) non sono altra cosa che i lati e gli an- 
goli della torna fondamentale, laonde le equazioni (13) e (1-1) esprime- 
ranno le relazioni fondamentali fra le parti di una terna qualunque di 
punti e di rette. 

Ponendo k—[XYZj e K={xiji), per l’equazione (1 1) del numero pre- 
cedente (che dà la distanza sS del punto s dalla retta 5) alla quale può 
darsi la forma 

(16) S»=S,»,.Ax-(-S.i..)V-(-S,«,./j . 


si avranno le formole 

Xt . sen A, =: l’y . sca A, =Zj . sen A, =(.VKif) , 
x.V.l, =</y =-.Z.\, =(iji) , 


(n) 


le quali completano il sistema delle relazioni fondainentali fra le parti 
di una terna di punti e di rette. 

Dall’equazione (IG) si trae 


(18) 


formole le quali definiscono il significato geometrico delle coordinale 
di s e di S. 


».Y 

lY 

tZ 

“x.V ’ 

‘•=F- 

*'“I7 

II 

li 

s 
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Se Teletnento 5 cui appartiene la coppia ((', (') e l’elemento < cui 
appartiene la coppia (5', S’) sono determinati rispettivamente dall'equa- 
zioni 

le coordinate di S e di « essendo date dalle formole 


^1 

i.l. 


£. 1 . 


1 

t 


3, sena, 3,senA, 3,senA, 3,scnA,-)-3,senA,-t-3,sfn a, 

nelle quali si può supporre che e o, abbiano i valori espressi dall'equa- 
zioni (5), si avrò 


( 19 ) 

e quindi 


3,sen A,-(-3,senA,-)-3,sen A, ’ 


(* 0 ) 


I s, , s, , s. 


(SS'S")=S».senS'S'= 


St I 5 . , Si 

I St I Si 


{xrz) . 


Nel sistema di punti o di rette giacenti in un piano, le potenie delle 
coppie (s', s"), {S'i S’) , ed (s, S) sono seiiS'S' ed tS, e le potenze 
della terna (sVi", S'S"S’) sono espresse da ed . 
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